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1 導入
古典的な連続ウェーブレットの逆変換公式は，アドミッシビリティ・コンディション (ad-
































とする。すべての a,bに対して， I心a,bl= I心Iであるように正規化が行われていて， I心II=1 
と仮定する。










f叩 (a,b)vV; ゅg(a,b) dadb = Cゅ，1〈f,g〉.
JR JR la 
(2.1.2) 
命題 2.1.1より， fE L2(股）に対し，アドミッシビリティ・コンディションを課した 1次
元のウェーブレット変換の逆変換公式は次のようになる。
知） =C;j;,i j j肌f(a,b)ゅ叫） dadb 




関数ゆ Eび（町）と aE股， aヂ0,p E SO(n), b E図に対して，








Cゅ，n:= J J l7/J(ape)l2dp - < oo. 
R SO(n) lal 








f(x) = C冨,!ifJ J叩 f(a,p,b)加，p,b(x)





2014年にLebedevaとPostnikovによって与えられた，次の 1次元の逆変換公式は C心，1= 
00の場合に対してでも有効である（文献 [6]を参照）。
定理 3.1.1 (Lebedeva and Postnikov) 
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f, 心,(~(() E び（股）とし， },~EL順）とする。 suppJC [O, oo)を満たす fに対し，
心(0)=J 0ならば，ほとんどすべての bE政に対し，
f(b) = -21r~1 瓜w』(a,b) da. 
3.2 新たな多次元の逆変換公式





定理 3.2.1 (Moritoh and Takemoto) 
f, 心， 1 釣加(~) E£2(町）とし， f,fEじ（即）とする。任意の単位ベクトル eE艮nに対し，




C,;,:= J J炒(ape)dpda 
沢 SO(n)
とおく。 Cゅ＃〇ならば，ほとんどすべての bE町に対し，
畑=c;l J J こ~TV』(a,p, b) dpda 
股 SO(n)
が成り立つ。さらに，心 EL1(町）とし，関数 Dゅ(p)を
Dゅ(p):=27f J J心(px)dpdμ, p E艮
x-e=p SO(n) 






w』(a,p, b) J f(x)叫，p,b(x)dx 
in f(x)lal―n心(a-1p(x-b) dx 
Rれ
(21r) ーnf 殿）~(ap~) eib{ d~. 
賊n
ここで最後の項は，
j lal―い(a―1p(x-b) e―1パ dx
恥”
J 心(y)e―i(b+ap-1y)•€ dy 
即
e―ib{ J'lj;(y)e―iap-ly{ dy 
]Rn 
e―ib{ J'lj;(y)e—iay·p€ dy 
]Rn 
e―'疇(ap~)
より従う。 fE び（町）， 1 約 I~(~) Eび（町）より， aE股を固定するごとに，
1/2 J艮Jf(~)~(ap~)ll~I d~:S (1即げ(~)12 d~) (1n l~(ap~)軒 d~)1;2く (X)
よって擬微分作用素






f d~f f 沢）~(ap~)~dpda
即良 SO(n)
=1即げ(~)Id~1股 lso(n) 炒（心責） dpda'く (X)
ここで，積分 ff. ・dpda'はくによらないことに注意する。
仮定より， f,j E L1(町）であるから，フビニの定理より，ほとんどすべての bE恥n に
対し，
ff こぷWゅ(a,p, b) dpda 
IR SO(n) 
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= (21r)ーnf殿）eib•t d~J J 砂(a必） l~I dpda 
如 JR SO(n) 
= f(b) j j ;/J(ape) dpda = C』(b).
JR SO(n) 
ここで， eは単位ベクトルである。
最後に Cゅ=Dゅ(0)であることを示す。 W(x):= fso(n)心(px)dp (国のみに依存する）
とおくと，
C'I/J= 1股屯(ae)da, Dゅ(p)= 27r 1.e=p W(x) dμ 
となる。次の (A),(B), (C), (D)を示すことができれば，証明は完成する。
(A) a E股で iI!(ae)E£1(恥）である。
(B) p E股で Dゅ(p)EL尺股）である。
(C) j Dゅ(p)e―ipa dp = 21r屯(ae).
恥
(D) J W(ae)da =広(0).
民
(A)の証明： (3.2.2)より，
]1屯(ae)Ida = J J 炒(ape)dpdaさff 薗(ape)ldpda< oo 
民 JR SO(n) JR SO(n) 
が成り立つ。
(B)の証明：心 Eじ（町）であったから，
f ID'I/J(P)I dp :; 21r ff f 加(px)I dpdμdp 
JR JR x•e=p SO(n) 




1 (1.e=p W(x) dμ) e―ipa dp =屯(ae).
(D)の証明： (A),(B),(C)とDゅ(p)のp=Oでの連続性より，原点での逆変換公式が得
られる。
J↓ (ae) da 
IR 





3.3 クリフォード群 (Cliffordgroup), スピン群 (spingroup)による拡張
定理3.2.1(Moritoh and Takemoto)の新たな逆変換公式を，スピン群に対して述べた結果











が成り立つ。特に， e;= -1, e凸＝ーejei(i =J j)が成り立つ。
紅<・・・<is(sは0::;s:; nを満たす偶数）に対し，元 ei,.. eisが基底となるような
空間を A+(町）と書き，偶クリフォード代数 (evenClifford algebra)と呼ぶ。可逆元全体
をA(町）X と書く。
クリフォード群 (Cliffordgroup) G(町），偶クリフォード群 (evenClifford group) a+(町）
をそれぞれ，
G(股n)={aEA(良nfla良na―1= JRn}, a+(旧n)= G(JRn) n A+(旧n)
と定義する。また， aE G(町）， XE町に対して， xによる作用 T(a)を
T(a)(x) := axa―1 E町
と定義する。 T はG(股りから正規直交群 O(n)への準同型写像である。
A(町）の標準的な対合 (canonicalinvolution)を
(ei1・・・年）＊＝年・..e,1 
と定義する。 aE G+(町）に対して， aa*E町となり， aぶを v(a)と書く。
スピン群 (spingroup) G1(町）を
G1(町） = {a E G+(町） lv(a)=l} 
と定義する。 SO(n)を町の特殊直交群とすると，写像 T:び（町）→ SO(n)は二重被覆
(two-fold covering)である。 n?:3のとき， Gl(町）は単連結である。
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ゆEL囁）， aE股， aヂ0,a Eび（町）， bE町に対し，
如，a,bに）＝土心Ga(x-b)a―1)' XE ]Rn 
とおく。 fEび（町）のウェーブレット変換を




Dゅ，n= J J l~(aaea—i)l2 da竺く 00.
即 Ql(知) lal 





f(x) = D此JJ W'l/Jf(a,a,b)加，a,bに）
即び(JRnJ lal . 
次の定理は，定理 3.2.1を拡張した定理である。
定理 3.3.1
f, 似 Il{/;([)Eび（町）とし， J,jE L1(町）とする。任意の単位ベクトル eE囮しに
対し， J J l~(a aea―1)1 dada < oo 
恥び（即）
が成り立つとする。単位ベクトル eに対し，
Aゅ：=ff 炒(aaea-1) dada 
IR G1(知）
とおく。 A,;,ヂ0のとき，ほとんどすべての bE町に対して，
f(b) = A;1 ff~W,;,J(a,a,b) dada 
恥か（即）
が成り立つ。さらに，心 EL1(町）とすると，関数 Bゅ(p)はp=Oで連続で，
疇）：= 21r f f~(axa-1) dadμ, p E股
x•e=p G1(知）
と定義する。ここで dμ は超平面 {xE股門X・e= p}上のルベーグ測度であるとする。 こ
のとき，心 =Bゅ(0)が成り立つ。
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3.4 ストックウェル変換 (Stockwelltransform) 
ストックウェル変換 (Stockwelltransform)は，ガボール変換とウェーブレット変換の
メリットを合わせたものである。この節で登場する，ガボール，ストックウェル変換に関





(G』)(b,~) := j e-町 (x)心(x-b)dx
政
と定義する。
また fE び（艮）， b,~E 艮に対して，ストックウェル変換 (Stockwell transform)を







恥=j I~(~- 1)12 
l~I IR d~< oo. 
ストックウェル変換に対しても，アドミッシビリティ・コンディションを課した逆変換
公式が存在することが知られている。（文献 [3]を参照）。
定理 3.4.1(Du, Wong and Zhu) 
ゆE£2(股）において， IゆI戸 (JR)= 1が成り立ち， Eゅ」 <ooを満たすとする。このとき，
すべての fEび（股）に対し，
f(x) =旱jj(s』)(b,~) 仇，i;(x) dbd~ 
及良 に1
が成り立つ。
次の定理は，定理 3.2.1(Lebedeva and Postnikov)のストックウェル変換版である。
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定理 3:4.2
f土砂(()EL囁）， J,炒EL霞）とする。 suppJC [O, oo)を満たす函数 fに対して
ゆ(0)c/ 0とすると，ほとんどすべての bE民に対し，
i 8 





(S』)(b, () = (2司―1/加）｀に） dw = (2司―1/ ei(w-E)ザ(w)討(w-() dw 
政艮＜
ここで最後の項は，
｀に） = J屈叫(((x-b))e-iwx dx 





より従う。 aE股を固定するごとに， f,心'(~(() Eび（政）より，
IR f(w)~(w~() (w -() dw :; (iげ(w)l2dw)½(i~(w~() 21w一 (12dw) J 
½ 
< 01 il"'"'{ f.良砂 (w~')'lwl',h,;+ J. 砂 (w~')'にI',u,;r 
< C'lilL2(賊）{ llw~(w)IIL2(IR.) + 11~11国)} < 00 
が成り立つ。よって，
羞(S』)(b,()=~1良如）炒(w;() (w -() ei(w-E)b dw. 
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J, 砂EL1(恥）より，
kdw 1良IJ(w)炒(w;')咬―2d( 11加） 1心 j良 ~(I-1)咬―2 d~ 
. 1げ(w)I心 Di(<'ldS'< 00 
であるから，フビニの定理と suppf C [O, oo)より，
→ 1ぐ2eiEb(羞+i~) (S』)(b, ~) d~ 
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